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Введение

Основная цель для меня в нынешнем учебном году – успешно пройти итоговую аттестацию. В заданиях ЕГЭ по математике с развернутым ответом встречаются задачи с параметрами. 
Введение параметра способствовало появлению качественно новых типов задач, вдохнуло, если так можно выразиться, новую жизнь в такие традиционные виды задач, как решение уравнений и неравенств. При этом параметры, входящие в условие, существенно влияют на логический и технический ход решения и форму ответа.
Задача с параметром требует уверенного владения материалом и применения нескольких свойств и теорем. Это задание является одним из самых сложных заданий единого государственного экзамена по математике. Оно рассчитано, прежде всего, на тех, кто собирается продолжать образование в вузах с повышенными требованиями к математической подготовке абитуриентов (это не обязательно вузы, готовящие математиков, физиков, программистов — к ним относится, например, и ряд экономических вузов). Для успешного решения задачи важно свободно оперировать изученными определениями, свойствами, теоремами, применять их в различных ситуациях, анализировать условие и находить возможные пути решения.
Задачи с параметрами дают прекрасный материал для настоящей учебно-исследовательской работы. 
Решение задач с параметрами предполагает, в сущности, определенную исследовательскую деятельность, требующую внимания и уверенного владения материалом школьной программы по математике во всей ее полноте, умения выдвигать и проверять гипотезы, проводить (в том числе достаточно разветвленные) логические построения и делать выводы. Поэтому такие задания относятся к сложным и располагаются в вариантах ЕГЭ по математике на последних позициях.
Цель данной работы – исследовать методы решения задач с параметрами и показать результат исследования на примерах решения конкретных заданий.
Для достижения поставленной цели предусмотрено решение следующих задач:
- рассмотреть различные виды предлагаемых типовых экзаменационных задач с параметрами на 2018 год,
- систематизировать их в зависимости от методов решения, 
- использовать исследуемые методы для решения конкретных задач с параметрами.





2. Основная часть

2.1 Линейные уравнения и неравенства с параметром

К числу самых простых задач с параметром относятся линейные уравнения и неравенства, а также их системы. Любое линейное уравнение с параметром может быть сведено к виду , а неравенство – к виду  (здесь a – параметр, f(a) и  g(a) – алгебраические выражения, «» - один из четырех возможных знаков неравенств: «>», «<», «≥», «≤»). Такой вид линейного уравнения (неравенства) с параметром будем называть стандартным. Линейные уравнения и неравенства после приведения к стандартному виду обычно решаются с помощью логического перебора. В некоторых задачах, прежде чем перейти к исследованию линейного уравнения или неравенства, необходимо сделать замену переменной.
Для того чтобы ответить на вопрос о числе корней уравнения (и при необходимости найти эти корни), достаточно рассмотреть два случая: 1) f(a)=0; 2) f(a)≠0. В первом случае число корней уравнения зависит от g(a): если f(a)=0, а g(a)≠0, то корней уравнения нет, если f(a)=0, и g(a)=0, уравнение принимает вид 0х=0, и его корнем является любое действительное число. Во втором случае уравнение имеет единственный корень .
Для ответа на вопрос о решениях неравенства  нужно рассмотреть три случая:1) f(a)>0; 2) f(a)<0; 3) f(a)=0. В первом случае при делении обеих частей неравенства на положительное число f(a) знак неравенства не меняется, и тогда , т.е. решение неравенства – промежуток (-∞;  ). Во втором случае при делении обеих частей неравенства на отрицательное число f(a) знак неравенства меняется на противоположный, и тогда    , т.е. решение неравенства - промежуток . В третьем случае получается неравенство , и если g(a)<0, то решений нет, если же g(a)>0, то решением неравенства является любое действительное число. Исследование неравенств ,   проводится аналогично (каждый раз рассматриваются три случая: 1) f(a)>0; 2) f(a)<0; 3) f(a)=0.
При решении линейных уравнений и неравенств с параметрами следует помнить и о графической интерпретации линейного уравнения или неравенства с двумя переменными: при каждом конкретном значении параметра a (для которого хотя бы одно из чисел f(a) или  g(a) отлично от нуля) уравнение  является уравнением прямой на плоскости Оху, а неравенство  задает на плоскости Оху множество всех точек, расположенных выше или ниже (в зависимости от значения параметра) этой прямой. При этом нужно понимать, что при некоторых значениях параметра такое уравнение или неравенство может либо выполняться для любых х и у, либо не иметь решений вовсе.
Пример 1. Найти все значения параметра а, при каждом из который следующее уравнение имеет хотя бы один корень:

Решение.
Приведем логарифм в левой части уравнения к основанию 4.
Получим  , 
откуда                  (.
Пусть   .
При всех допустимых значениях переменной . Значит, .
Теперь задачу можно переформулировать так: найти все значения параметра a, при каждом из которых уравнение  имеет хотя бы один неположительный корень. 
Корнями трехчлена в правой части уравнения являются числа
a=-4 и a=-2.
Разложив квадратный трехчлен на множители, получим
. 
Если а=-6, корней нет. 
Если, то . 
Условию  найденный корень удовлетворяет только в том случае, если.
Решение последнего неравенства найдем методом интервалов.
[image: ]
Ответ. (-∞; -6).


















2.2 Нелинейные уравнения и неравенства, решаемые путем логического перебора

Круг задач, решение которых основывается на стандартных преобразованиях и логическом переборе, довольно широк, а их формулировки достаточно разнообразны. Ключевым признаком такой задачи является то, что ее решение не предполагает знакомства с какими-то новыми идеями и методами, которых нет в школьных учебниках, а требует лишь умения выполнять преобразования, отвечать на вопросы о существовании корней уравнения или решений неравенства, удовлетворяющих определенным условиям, находить, если требуется, сами решения, выполнять необходимый логический перебор.
Пример 2. Найти все значения a, при каждом из которых уравнение 
  имеет ровно три корня.
Решение.
Уравнение не изменится, если заменить х числом –х. Следовательно, уравнение имеет четное число ненулевых решений. Значит, три решения уравнение имеет только тогда, когда одно из них 0. 
Подставим х=0. Получим: , откуда 
 или .
Если , уравнение принимает вид  и имеет ровно три решения -2; 0 и 2. 
Из   получаем .
Если , уравнение принимает вид .
При уравнение имеет единственное решение 0,
при х > 2 уравнение принимает вид  и не имеет решений.
Аналогично, решений нет при х < 2.
Значит, если, то уравнение имеет единственное решение.
Графические интерпретации обоих случаев показаны на рисунках 1 и 2.
[image: ]

Ответ. a=-5.
Упражнения к главе 2.2
1. Найти все значения a, при каждом из которых уравнение 
имеет  единственный корень.
2. Найти все значения параметра a, при каждом из которых уравнение 
имеет  ровно два различных корня.







































2.3 Задачи, сводящиеся к исследованию квадратного трехчлена

Решение значительной части задач с параметром и нестандартных задач сводится к исследованию квадратного трехчлена. Эти задачи можно разделить на две большие группы:
- задачи, для решения которых достаточно исследования дискриминанта и, в некоторых случаях, применения формул Виета (к этой группе относятся задачи, в которых дискриминант квадратного трехчлена является полным квадратом; задачи на определение знаков корней квадратного трехчлена; уравнения и неравенства с несколькими переменными, квадратные относительно хотя бы одной из них);
-   задачи, связанные с исследованием расположения корней квадратного трехчлена относительно заданных чисел, и сводимые к ним после некоторых предварительных действий, прежде всего замены переменной.


Будем считать, что x1 и x2  (x1 <  x2) – корни квадратного трехчлена      f(x) = ax2 + bx + c  (a0), D = b2 - 4ac, .
Теорема 1 (Виета). Если x1, x2 - корни трехчлена, то

.
С помощью теоремы Виета можно решать многие задачи, в частности, те, в которых требуется сформулировать условия, определяющие знаки корней. Две следующие теоремы являются непосредственными следствиями теоремы Виета.
Теорема 2. Для того, чтобы корни квадратного трехчлена были действительны и имели одинаковые знаки, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:


D = b2 - 4ac  0, x1x2 =  > 0,

при этом оба корня положительны при x1 + x2 =  > 0,

и оба корня отрицательны при x1 + x2 =  < 0.
Теорема 3. Для того, чтобы корни квадратного трехчлена  были действительны и имели различные знаки, необходимо и достаточно выполнение следующего условия:

x1x2 =  < 0,

при этом положительный корень имеет больший модуль  при x1 + x2 =  > 0,

и отрицательный корень имеет больший модуль при x1 + x2 =  < 0.
Теорема 4. Для того, чтобы оба корня квадратного трехчлена были меньше, чем число M, то есть на числовой прямой корни лежат левее точки M, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

, 

или, объединяя условия, 
(рис. 1а и 1б).
[image: ]
Рис. 1
Доказательство.


Необходимость. Пусть трехчлен имеет действительные корни x1 и x2 (может быть, совпадающие), x1  x2  и x1 < M, x2 < M , тогда , 
(x1 - M) (x2 - M) > 0, x1 + x2 < 2M; отсюда получим: x1x2 - (x1 + x2)M + M2 > 0, 


M > (x1 + x2)/2. По теореме Виета , тогда , или

 , ч.т.д.

Достаточность. Пусть . 
Доказать: x1 < M, x2 < M.
Докажем способом от противного. 



Предположим, что , , тогда  - противоречие с условием. 


Предположим, что , тогда (x1 - M)(x2 - M)0,  следовательно 



x1x2 - (x1 + x2)M + M2  0, откуда  , af(M) 0 - вновь противоречие с условием; остается только возможность x1 < M, x2 < M, что и требуется доказать. Теорема доказана.
Теорема 5. Для того, чтобы один из корней квадратного трехчлена был меньше, чем число M, а другой больше, чем число M, то есть точка M лежала бы в интервале между корнями, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

, 
или, объединяя условия, получим: 
af(M)<0
(рис. 2,а и 2,б).
[image: ]
Рис. 2
Доказательство.
Необходимость. Если трехчлен имеет действительные корни x1 и x2 , x1<x2  и  x1<M, x2>M , то (x1 - M)(x2 - M)<0,  следовательно 


x1x2 - (x1 + x2)M + M2 < 0. По теореме Виета , поэтому , или af(M)<0, ч.т.д.





Достаточность. Пусть af(M)<0. Рассуждаем способом от противного. Предположим, что ,  или , , тогда (x1 - M)(x2 - M)0,



x1x2 - (x1 + x2)M + M2  0, откуда  , af(M)0 , что противоречит условию; 

остается только возможность , что и требуется доказать. 
Теорема доказана.
Теорема 6. Для того, чтобы оба корня квадратного трехчлена были больше, чем число M, то есть на числовой прямой корни лежат правее точки M, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:


, или, объединяя условия, получим:
(рис. 3,а и 3,б).
[image: ]
Рис. 3
Доказательство. 
Необходимость. Пусть трехчлен имеет действительные корни x1 и x2 (может быть, совпадающие), 

x1  x2  и x1 > M, x2 > M , 

тогда , (x1-M)(x2-M)>0, x1 + x2 > 2M; 
отсюда x1x2 - (x1 + x2)M + M2 > 0, M < (x1 + x2)/2. 


По теореме Виета , поэтому .

Получаем: , 
ч.т.д.

Достаточность. Пусть . 
Доказать, что x1 > M, x2 > M.
Докажем способом от противного. 



Предположим, что , , тогда  - противоречие с условием. 


Предположим, что , тогда (x1 - M)(x2 - M)0,  

x1x2 - (x1 + x2)M + M2  0, 


откуда  , af(M) 0 - вновь противоречие с условием; остается только возможность x1 > M, x2 > M, что и требуется доказать.
 Теорема доказана.
Следствие 1. Для того, чтобы оба корня квадратного трехчлена были больше, чем число M, но меньше, чем число N (M < N), то есть оба корня принадлежали интервалу (M,N), необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

,
 или, объединяя условия, получим: 


(рис. 4,а и 4,б).
[image: ]
Рис. 4
Следствие 2. Для того, чтобы только больший корень квадратного трехчлена принадлежал интервалу (M,N), где M < N, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:


, 
или, объединяя условия, получим:


меньший корень при этом лежит вне отрезка [M,N]
(рис. 5,а и 5,б).
[image: ]
Рис. 5
Следствие 3. Для того, чтобы только меньший корень квадратного трехчлена принадлежал интервалу (M,N), где M < N, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

, 
или, объединяя условия, получим:

;
больший корень при этом лежит вне отрезка [M,N]
(рис. 6,а и 6,б).
[image: ]
Рис. 6
Следствие 4. Для того, чтобы один из корней квадратного трехчлена был меньше, чем M, а другой больше, чем N (M < N), то есть отрезок [M,N] целиком лежал внутри интервала между корнями, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

, 
или, объединяя условия, 


(рис. 7,а и 7,б).
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Рис. 7
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Пример 3. Найти все значения a, при каждом из которых функция  имеет более двух точек экстремума.
Решение.
При х ≥  , поэтому график функции есть часть параболы с ветвями, направленными вверх, и осью симметрии  х=4.
При х ≤     , поэтому график есть часть параболы с ветвями, направленными вверх, и осью симметрии  х=1.
Все возможные виды графика функции показаны на рисунках.
[image: ]
Рис.8
Обе параболы проходят через точку (;).
Функция имеет более двух точек экстремума, а именно три, в единственном случае (рис.8): 4, откуда .
Ответ. .
Рассмотрим задачи, решение которых сводится к исследованию расположения корней квадратного трехчлена относительно некоторых чисел только после определенных предварительных действий: алгебраических преобразований, замены переменной и т.п. Существенным при решении задач такого рода является умение проводить правильные рассуждения и делать логически обоснованные выводы, а ключевым моментом – переформулировка, после которой данная задача сводится к задаче на исследование расположения корней квадратного трехчлена. Например, для того чтобы ответить на вопрос о существовании корней квадратного относительно  уравнения, нужно ввести новую переменную, положив ее равной , получить квадратное уравнение относительно новой переменной и с учетом того, что эта переменная принимает значения только из отрезка , найти значения параметра, при которых хотя бы один корень полученного квадратного уравнения принадлежит отрезку , рассмотрев все возможные случаи: оба корня принадлежат отрезку; только меньший корень принадлежит отрезку ; только больший корень принадлежит отрезку ; уравнение имеет единственный корень, который принадлежит отрезку . Типичной ошибкой при решении подобных задач является игнорирование принадлежности корней полученного квадратного уравнения отрезку  и выписывание только условия неотрицательности дискрименанта. Поэтому решение каждой такой задачи целесообразно делить на два этапа, первый из которых состоит в сведении данной задачи к задаче на исследование квадратного трехчлена (с соответствующей переформулировкой), а вторым является само исследование полученного квадратного трехчлена.
Пример 4. Найти все значения параметра a, при каждом из которых для любого действительного значения х выполняется условие                       .
Решение.
Обозначим  через t. Тогда t,  = 1- t и данное неравенство примет вид , откуда после раскрытия скобок, приведения подобных слагаемых и записи левой части в стандартном виде получим .
Теперь задачу можно переформулировать так: найти все значения параметра a, для каждого из которых трехчлен 
  будет отрицательным при любом t.
Рассмотрим три основных случая.
1. Пусть =0. В этом случае  и  при любом t. Значит, =0 удовлетворяет требованию задачи.
2. Пусть  > 0. В этом случае ветви параболы, являющейся графиком функции y=, направлены вверх. Следовательно необходимые и достаточные условия отрицательности  при любом t даются системой



    откуда     и, значит, .
Из последней системы получим .
3. Пусть  < 0. В этом случае ветви параболы, являющейся графиком функции y=, направлены вниз и  будет принимать на отрезке  только отрицательные значения, лишь если:
а) график функции y= целиком лежит ниже оси абсцисс, т.е. дискриминант D=1+24a-8a2 отрицателен (рис. 9а);
б) любой корень квадратного трехчлена  меньше нуля: t1 ≤ t2 < 0 (рис. 9б);
в) любой корень квадратного трехчлена  больше единицы: 1 < t1  ≤  t2 (рис. 9в).
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Рис 9
В случае а) получим систему 
Решение системы: ).
В случае б) необходимые и достаточные условия даются системой

 откуда 
Решение системы: ).
В случае в) необходимые и достаточные условия даются системой

 откуда 
Система не имеет решений.
Объединяя все найденные значения параметра, получим, что                 .
Ответ..
Пример 5. Найти все значения a, при каждом из которых уравнение
 имеет ровно два решения.
Решение.
Найдем ОДЗ:
  откуда .
Введем замену , получим уравнение
     (1).
Найдем дискриминант:
D = 49+16a2+24a-40=16a2+24a+9=(4a+3)2 .
Для того, чтобы данное уравнение имело два корня, необходимо, чтобы уравнение (1) имело два корня, то есть его дискриминант D > 0, (4a+3)2 > 0, откуда a.
 ;                                               ;  .                                              .
Получаем:
;                                    .
).

y=)
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Рис.10
Для того, чтобы уравнение имело два корня, необходимо выполнение условий:  
Имеем:     
  [image: C:\Users\Админ\Pictures\2015-01-07\002.jpg]
.
Ответ..
Упражнения к главе 2.3
1. Найти все значения a, при каждом из которых уравнение
 имеет ровно два решения.
2. Найти все значения a, при каждом из которых уравнение
 имеет ровно два решения.
3. Найти все значения a, при каждом из которых уравнение 
4.  имеет ровно два решения.
5. Найти все значения a, при каждом из которых уравнение
 имеет ровно два решения.
6. Найти все значения a, при каждом из которых уравнение
=3a+3 имеет единственный корень.
7. Найти все значения a, при каждом из которых функция                имеет хотя бы одну точку максимума.
8. Найти все значения a, при каждом из которых функция                имеет хотя бы одну точку максимума.
2.4 Задачи, решаемые с использованием свойств функции

Решение большого числа считающихся нестандартными уравнений, неравенств и их систем (с параметрами и без) существенным образом опирается на такие свойства элементарных функций, изучаемых в школьном курсе, как монотонность, ограниченность, непрерывность, четность или нечетность, периодичность, дифференцируемость, а также на графические интерпретации уравнений и неравенств. Обычные (стандартные) приемы и методы решения, основанные на сведении уравнения (неравенства) к одному или нескольким простейшим с помощью алгебраических преобразований или замены переменной, в таких задачах оказываются, как правило, малоэффективными или неэффективными вовсе и являются лишь вспомогательными, «инструментальными», техническими средствами, которые будут совершенно бесполезными в отсутствие ключевой идеи.






























2.4.1 Монотонность

Приведем вначале основные утверждения, связанные с монотонными функциями.
Утверждение 1. Если функция y=f(x) монотонна, то уравнение  f(x)=c (где c – любое действительное число) имеет не более одного корня. 
Это утверждение легко следует из определения монотонной функции. В самом деле, если  f(x1)=c, f(x2)=c и, например, x1<x2, то либо f(x1) < f(x2) (при монотонном возрастании функции y=f(x)), либо f(x1) > f(x2) (при монотонном убывании функции y=f(x)), что противоречит условию f(x1)= c = f(x2).
Утверждение 2. Если функция y=f(x) монотонно возрастает, а функция y=g(x) монотонно убывает, то уравнение f(x)=g(x) имеет не более одного корня.
В самом деле, если функция y=g(x) монотонно убывает, то функция    y=-g(x) монотонно возрастает, а значит, и функция u(x)= f(x)-g(x) является монотонно возрастающей (как сумма монотонно возрастающих функций). Поэтому в силу утверждения 1 уравнение u(x)=0 (т.е. f(x)-g(x)=0) имеет не более одного корня. Следовательно, и уравнение f(x)=g(x) имеет не более одного корня.
Утверждения 1 и 2 позволяют обосновывать единственность решения уравнения в тех случаях, когда свести его к простейшему не удается, но довольно просто можно подобрать корень, который, как правило, является целым числом. Следует отметить, что решение уравнения «методом подбора» будет засчитано только при обосновании того, что других корней это уравнение не имеет. Такое обоснование часто удается сделать, опираясь на свойства монотонных функций.
Пример 6. Найдите все значения параметра a, для каждого из которых имеет хотя бы один корень уравнение .
Решение.
Перепишем уравнение в виде, , где .
Так как функция  на всей области определения монотонно возрастает, уравнение задачи эквивалентно уравнению , которое имеет решение при D ≥ 0.
D=4-4a, 4-4a ≥ 0, a ≤ 1.
Ответ..
Пример 7. Найдите все значения параметра , при каждом из которых для любой пары (u;v) действительных чисел u и v выполнено неравенство .
Решение.
Сделаем замену х=. Очевидно, -1≤ х ≤1. Получаем неравенство:
.
При фиксированных  v и  рассмотрим левую часть как функцию от х: f(x)=.
В зависимости от того, как располагается х относительно точек  -  и  модули будут раскрываться по-разному. При этом на каждом участке непрерывная функция f(x) будет линейной с угловым коэффициентом . Какова бы ни была комбинация знаков, 0. Следовательно функция f(x) монотонно возрастает.
Поэтому неравенство f(x) выполняется при всех x от -1 до 1, если и только если  f(1):
;
.
При малых  (меньше, чем наименьшее из чисел  и ) функция g(= – возрастающая линейная с угловым коэффициентом . 
При больших  (больше, чем максимум из тех же чисел), g( – убывающая линейная функция с угловым коэффициентом (см. рисунок). 
[image: ]
Рис.1
Поэтому функция  g( принимает наибольшее значение в одной из точек  или .
Неравенство g( выполняется при всех  тогда и только тогда, когда g( и g(.
Получаем:

Второе неравенство верно при всех , а из первого находим:
-1≤≤1, откуда .
Ответ. .
2.4.2 Ограниченность

Следующую группу задач, которые с определенной степенью правдоподобия можно назвать нестандартными, составляют уравнения и неравенства, решение которых основано на использовании свойств ограниченных функций, прежде всего на оценке множества значений функций. Такие задачи обычно невозможно свести к простейшим уравнениям (неравенствам) с помощью алгебраических преобразований или замены переменной: ключом к решению здесь обычно является исследование множества значений функций или алгебраических выражений, в результате которого удается установить, например, что одна из частей уравнения не больше некоторого действительного числа с, а другая – не меньше этого же числа, откуда следует, что уравнение будет иметь хотя бы один корень только в том случае, если его левая и правая части равны числу с. При этом одна из частей уравнения может быть, скажем, логарифмом, а другая – синусом, да еще и от разных аргументов, так что решить такое уравнение стандартными приемами заведомо невозможно, а вот уравнения вида «логарифм равен числу» или «синус равен числу» будут решаться уже без особого труда и вполне стандартными методами. При решении таких задач, разумеется, приходится использовать не только свойства ограниченных функций, но и, например, свойства монотонных функций. Поэтому отнесение задачи к тому или иному типу порой является определенной условностью, но в любом случае ключевой идеей решения остается применение свойств элементарных функций, изучаемых в средней школе.
Пример 8. Найдите все значения параметра , при каждом из которых для любой пары (u;v) действительных чисел u и v выполнено неравенство .
Решение.
Перепишем неравенство в виде
,
Введем новую переменную t= и рассмотрим функцию 
f(t)=, определенную и непрерывную на всей числовой прямой. График этой функции представляет собой ломаную, состоящую из отрезков прямых и лучей, каждое звено которой является частью прямой вида , где  (поскольку вне зависимости от «раскрытия» модулей коэффициент при  будет положительным). Следовательно, функция  f(t) возрастает на (-;+).
Но t=, поэтому t. Неравенство f(t)0 будет выполняться для любого t в том и только том случае, если . В силу монотонного возрастания функции  f(t) получим, что
.
Таким образом, приходим к неравенству
,
которое должно выполняться при любом действительном .
Рассмотрим теперь функцию g(, определенную и непрерывную на всей числовой прямой. График функции представляет собой ломаную, состоящую из отрезков прямых и лучей. При  ≥  каждое звено ломаной является частью прямой вида               , где (поскольку вне зависимости от «раскрытия» второго модуля коэффициент при  будет отрицательным). Следовательно, при             ≥ функция убывает.
Совершенно аналогично можно показать, что при   функция возрастает.
Поэтому в точке   эта функция достигает своего наибольшего значения, т.е. max g(v)=g(2a-1)=. 
Неравенство g(v) будет выполняться при любом действительном v в том и только том случае, если max g(v), т.е. , откуда -1≤≤1, .
Ответ. .





























2.4.3 Инвариантность

В этом разделе будут рассмотрены задачи, ключевым признаком которых является инвариантность (т.е. неизменность) уравнения или неравенства относительно замены переменной каким-либо алгебраическим выражением этой переменной. Простейшим примером инвариантности является четность: если y=f(x)- четная функция, то уравнение f(x)=0 инвариантно относительно замены x на – x, поскольку f(x)=-f(x)=0. Алгебраические выражения, которые не меняются при подстановке вместо переменной какого-либо алгебраического выражения от этой переменной, также будем называть инвариантными относительно такой подстановки, используя оба – в данном случае синонимических – термина: замена и подстановка.
Пример 9. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение  имеет единственный корень.
Решение.
Уравнение не изменится, если вместо x взять – x:
,
.
Значит уравнение имеет четное число корней, поэтому единственный корень будет тогда, когда он равен нулю.
Подставим в уравнение x=0:
,
,
.
Откуда        или     .
Если ,  , то получим уравнение:
, 
,
, 
, , . Три корня.
Если , 
,
 или ,
,           .
При , : .
1) 
,
,
корней нет.
2) 
,
,
.
3) 
,
,
корней нет.
Ответ. , .
Пример 10. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение  имеет единственный корень.
Решение.
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Заметим, что если  – корень уравнения, то и - – его корень. Для единственности решения необходимо, чтобы выполнялось условие = -, т.е.  =0. Значит, если данное уравнение имеет единственный корень, то этим корнем может быть только число 0.
Найдем все значения параметра a, при каждом из которых число 0 является корнем данного уравнения. 
При  =0 уравнение примет вид =0, откуда
 либо .
Таким образом существуют только два значения параметра, при каждом из которых число 0 является корнем данного уравнения. Остается проверить, будет ли =0 единственным корнем уравнения при найденных значениях параметра или нет.
Пусть . В этом случае данное уравнение примет вид и его единственным корнем является =0. Значит,  удовлетворяет условию задачи.
Пусть . В этом случае данное уравнение примет вид
,
откуда
.
Получили уравнение, которое стандартными методами не решить. Попробуем применить свойства монотонных и ограниченных функций, заметив, что , а на отрезке функция y=t монотонно возрастает и принимает свое наибольшее значение при t=1. Поэтому ,  а  . Но левая часть  уравнения  не меньше . Значит, уравнение имеет корни в том и только том случае, если

Откуда =0. Следовательно,  также удовлетворяет условию задачи.
Ответ. 0; .
Упражнения к главе 2.4
1. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых множество значений функции  содержит отрезок .
2. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых множество значений неравенства  содержит отрезок .
3. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых множество значений функции  содержит отрезок .
4. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых множество значений функции  содержит отрезок .
5. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых множество значений функции  содержит отрезок .
6. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых неравенство  выполняется для всех значений .
7. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых неравенство  выполняется для всех значений .
8. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых неравенство выполняется для всех значений .
9. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых неравенство выполняется для всех значений .
10. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых уравнение  имеет нечетное число корней.

















2.5 Задачи с параметрами, решаемые графически

Важной частью математической культуры, необходимой для овладения методами решения нестандартных уравнений и неравенств (в том числе и с параметром), является умение строить графики элементарных функций и использовать графические интерпретации уравнений и неравенств.
Пример 11. Найти все значения параметра a, при каждом из которых уравнение  имеет единственный корень.
Решение.
Перепишем уравнение в виде  и рассмотрим графики функций  и .
Поскольку правая часть формулы неотрицательна, левая ее часть тоже не может быть отрицательной. 
Поэтому  откуда
Значит, графиком функцииявляется та часть окружности, ординаты точек которой неотрицательны, т.е. полуокружность радиуса 2 с центром в точке (-1; 0), расположенная не ниже оси абсцисс. Эта окружность имеет с осью абсцисс общие точки А(-3;0) и В(1;0).
Графиком функции является прямая.
Заметим, что и если =4, то  вне зависимости от значений параметра. Поэтому прямая  при любом значении параметра проходит через точку М(4;2). Данное уравнение имеет единственный корень только в том случае, когда прямая имеет с полуокружностью единственную общую точку. Последнее возможно, если эта прямая касается полуокружности либо расположена между прямыми МА и МВ (см. рисунок) так, что ее угловой коэффициент , где- угловые коэффициенты прямых МА и МВ соответственно.
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Рис.1
Поскольку наиболее удаленная от оси абсцисс точка полуокружности С имеет ту же ординату, что и точка М, прямая МС, параллельная оси абсцисс, будет касаться и полуокружности. В этом случае .
Найдем теперь. Поскольку точка А(-3;0) принадлежит прямой , ее координаты удовлетворяют уравнению этой прямой. Поэтому, откуда .
Таким образом, .
Поскольку точка В(1;0) принадлежит прямой , ее координаты удовлетворяют уравнению этой прямой. Поэтому, откуда .
Таким образом, .
Значит, , если .
Откуда  .
Ответ. . 
Замечание.
Обратим внимание на то, что при выборе функций в таких задачах целесообразно руководствоваться следующим правилом (разумеется, в тех задачах, где это возможно): график одной из функций не должен зависеть от параметра. 
Кроме того, часто в решении таких задач удается существенно продвинуться, проанализировав функцию, зависящую от параметра, и найдя какое-то ее общее для всех значений параметра свойство. В рассматриваемом примере таким свойством являлась принадлежность точки М(4;2) графику функции при любом значении параметра. 
Пример 12. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых уравнение  имеет 6 решений, где - четная периодическая функция с периодом Т =2, определенная на всей числовой прямой, причем , если 0.
Решение.
Если =0, то функция  тождественно равна нулю, и ее график имеет с прямой  единственную общую точку.
Пусть 0 (см. рисунок 2). Решение =0 есть при всех. Нужно еще ровно пять решений. Единственный возможный случай показан на рисунке: прямая проходит через точку (5; ).

[image: ]
Рис.2
Составим уравнение .
Учитывая, что 0, получим: 9-25. Положительных решений нет. Следовательно, случай 0 невозможен.
Теперь 0 (см. рисунок 3). Шесть решений есть, только если прямая проходит через точку(-5; ).
[image: ]
Рис.3
Составим уравнение .
Откуда =-  или = .
Получаем: =-  или =- .
Ответ. =-  , =- .
Пример 13. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых уравнение  имеет хотя бы один корень, и указать число корней уравнения для каждого значения .
Решение.
Перепишем уравнение в виде и рассмотрим графики функций  и . 
График функции  получен с помощью параллельного переноса гиперболы  вдоль оси ординат на 4 единицы вверх и последующего зеркального отражения (симметрии) относительно оси абсцисс части полученного после параллельного переноса графика функции +4, лежащей ниже оси абсцисс.
Графиком функции  является прямая. Заметим, что           и если =2, то 0 вне зависимости от значений параметра. Поэтому прямая  при любом значении параметра проходит через точку А(2;0). 
На рисунке 4 показаны три положения прямой : АВ и АС-касательные к графику функции  (они касаются неотраженной части этого графика, т.е. графика функции ), AD соответствует значению , совпадает с осью абсцисс и имеет с графиком единственную общую точку Р(-. Прямая АЕ на том же рисунке перпендикулярна оси абсцисс.
[image: ]
Рис.4
Найдем координаты точек В и С. Для этого достаточно найти отличные от нуля значения параметра, при которых уравнение  имеет единственный корень.
Это уравнение можно переписать в виде . Если , полученное уравнение имеет единственный корень = только в случае равенства нулю его дискриминанта   -, откуда
-5,
 или .
Если , то  (точка В).
Если, то (точка С).
Следовательно, уравнения прямых АВ и АС являются соответственно
  и  .
Число корней данного уравнения равно при каждом значении параметра   числу общих точек графика функции  и прямой , угловой коэффициент которой равен .
Данное уравнение имеет единственный корень, если
1) прямая  лежит внутри пары вертикальных углов, один из которых – угол ВАС, т.е. , где  и  – угловые коэффициенты прямых АВ и АС соответственно. Откуда ;
2) прямая  совпадает с прямой АD или лежит внутри пары вертикальных вертикальных углов, один из которых – угол EAD, т.е. . Откуда .
Данное уравнение имеет ровно два корня, если прямая  совпадает с прямой АВ или с прямой АС. Откуда  или .
Данное уравнение имеет три корня, если
1) прямая  лежит внутри пары вертикальных углов, один из которых – угол В1АВ, т.е. . Откуда ;
2) прямая  лежит внутри пары вертикальных вертикальных углов, один из которых – угол СAE, т.е. . Откуда .
Ответ. Один корень, если. Два корня, если           
. Три корня, если  .
Упражнения к главе 2.5
1. Найдите все значения параметра a, не меньшие 1, при каждом из которых уравнение  имеет 6 решений, где - нечетная периодическая функция с периодом Т =4, определенная на всей числовой прямой, причем , если 0.
2. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых уравнение  имеет 4 решений, где - четная периодическая функция с периодом Т =, определенная на всей числовой прямой, причем , если 0.
3. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых уравнение  имеет 4 решений, где - четная периодическая функция с периодом Т =, определенная на всей числовой прямой, причем , если 0.
4. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение            на промежутке  имеет более двух корней.
5. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение            на промежутке  имеет более одного корня.
6. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение           a на промежутке   имеет ровно три корня.
7. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение           a на промежутке   имеет ровно два корня.
8. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение         имеет единственный корень.
9. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение           имеет ровно два решения.
10. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение           имеет более одного решения.










































3. Выводы

В результате выполнения исследовательской работы поставленная цель и задачи выполнены, кроме того я достиг следующих результатов:
- получил навыки решения линейных уравнений и неравенств с параметрами;
- ознакомился с многообразием задач с параметрами, решаемых с помощью свойств квадратичной функции;
- приобрел навыки решения задач с параметрами с использованием свойств функции.
Результатом исследования можно считать практическое применение изученных методов решения заданий с параметрами разного вида.
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